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Capitolo 3
Equazioni differenziali
Esercizi
1) Determinare la soluzione massimale del problema di Cauchy¨
y ′(t ) = 2t y(t )− 4t 3
y(0) = 1
2) Determinare la soluzione massimale del problema di Cauchy

y ′(t ) =− 4t
t 2+ 6
y(t )+
8t
(t 2+ 6)3
y(0) = 0
3) Determinare la soluzione massimale del problema di Cauchy
y
′(t ) =−

t +
1
2t

y(t )+ 2t 2
 
y(t )
3
y(1) =−1
4) Determinare la soluzione massimale del problema di Cauchy¨
y ′(t ) =−(1+ t )y(t )+ t e t  y(t )2
y(0) =−1
5) Determinare la soluzione massimale del problema di Cauchy
y
′(t ) =
4t 2 − 4
t 3 − 4t
 
y(t )+ 1

y(3) = 5
6) Determinare la soluzione massimale del problema di Cauchy


y ′(t ) =
−t 3+  y(t )2
(t 2 − 4)y(t )
y(0) =−2
32
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7) Determinare la soluzione massimale dei seguenti problemi di Cauchy:
a.
¨
y ′(t ) =−cos t y(t )+ sin t cos t
y(0) = 0
b.

y
′(t ) =
2
t
y(t )+
6
t
y(1) = 1
c.


y ′(t ) =
2
t
y(t )+ t
 
y(t )
2
y(1) =
4
3
d.

y
′(t ) =− 1
3t
y(t )+
2
t
 
y(t )
4
y(1) = 2
e.


y ′(t ) = cot t y(t )+
 
y(t )
2
y
pi
4

= 1
f.

y
′(t ) =
1
t
y(t )+ 2t
 
y(t )
2
y(1) = 4
g.
¨
y ′(t ) = t
 
y(t )
3
y ′(0) = 1
h.


y ′(t ) =
 
y(t )
2 − 2
2t y(t )
y ′(1) = 1
i.


y ′(t ) =
t
p
1+ t 2 
y(t )
2
y(1) =
p
2
j.


y ′(t ) =
4+
 
y(t )
2
3t 2
y

2
pi

= 0
8) Risolvere il problema di Cauchy:


y ′′(t )− 6y ′(t )+ 8y(t ) = e2t + 4sin(4t )
y(0) = 0
y ′(0) = 0
9) Risolvere il problema di Cauchy


y ′′′(t )− 3y ′′(t )+ 4y ′(t )− 2y(t ) = e t
y(0) = 0
y ′(0) = 0
y ′′(0) = 0
10) Risolvere i seguenti problemi di Cauchy:
a.


y ′′(t )+ 6y ′(t )+ 9y(t ) = 12e3t
y(0) = 0
y ′(0) = 1
b.


y ′′(t )− 6y ′(t )+ 9y(t ) = 9t
y(0) = 1
y ′(0) = 0
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c.


y ′′′(t )+ 6y ′′(t )+ 12y ′(t )+ 8y(t ) = e−2t
y(0) = 0
y ′(0) = 1
y ′′(0) = 2
d.


y ′′′(t )− y ′′(t )+ 4y ′(t )− 4y(t ) = 3e t
y(0) = 0
y ′(0) = 0
y ′′(0) = 0
e.


y ′′′(t )− y ′′(t )− y ′(t )+ y(t ) = t 2+ 1
y(0) = 1
y ′(0) = 0
y ′′(0) = 0
f.


y ′′′(t )+ 6y ′′(t )+ 9y ′(t ) = 36
y(0) = 0
y ′(0) = 0
y ′′(0) = 1
11) Determinare l’integrale generale dell’equazione differenziale
y ′′(t )+ y(t ) = cos t
12) Determinare l’integrale generale dell’equazione differenziale
y ′′(t )+ 4y ′(t )+ 3y(t ) = e−3t .
13) Determinare l’integrale generale dell’equazione differenziale
y ′′′(t )− 3y ′′(t )+ 4y ′(t )− 2y(t ) = cos t .
14) Determinare l’integrale generale dell’equazione differenziale
y ′′′(t )− y ′′(t )+ y ′(t )− y(t ) = cos t
15) Determinare l’integrale generale delle seguenti equazioni differenziali:
a. y ′′(t )− 4y ′(t )+ 4y(t ) = t e t
b. y (4)(t )− 3y ′′(t )− 4y(t ) = t 2
c. y ′′′(t )− 2y ′′(t )− 4y ′(t )+ 8y(t ) = 5t sin t
d. y ′′′(t )+ 3y ′′(t )− 4y(t ) = sin t
e. y ′′′(t )+ y ′′(t )− y ′(t )− y(t ) = e t
f. y ′′′(t )+ y ′′(t )− y ′(t )− y(t ) = e t
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Soluzioni e risultati
1) L’equazione differenziale è lineare del primo ordine. Il coefficiente e il termine noto sono
definiti in R , pertanto la soluzione massimale ha dominio R .
Per risolvere l’equazione, moltiplichiamo entrambi i membri per una primitiva dell’oppo-
sto del coefficiente di y(t ) . Una tale primitiva è la funzione t 7→ −t 2 ; quindi, moltiplicando
per l’esponenziale di tale funzione, otteniamo l’equazione
e−t
2
y ′(t )− 2t e−t 2 y(t ) =−4t 3e−t 2 ,
d
d t

e−t
2
y(t )

=−4t 3e−t 2
e, integrando tra 0 e t ,
e−t
2
y(t )− e−02 y(0) =
∫ t
0

−4τ3e−τ2

dτ .
Calcoliamo l’integrale; effettuando la sostituzione τ2 = s , e quindi 2τ dτ = d s , con una
integrazione per parti, si ottiene
∫ t
0

−4τ3e−τ2

dτ =
∫ t 2
0
 
2s e−s

d s =

2s e−s
t 2
0
−
∫ t 2
0
2e−s d s =
=

2s e−s
t 2
0
+

2e−s
t 2
0
= 2t 2e−t
2
+ 2e−t
2 − 2 .
Poiché y(0) = 1 , si ha
e−t
2
y(t ) = 1+ 2t 2e−t
2
+ 2e−t
2 − 2 ,
y(t ) = e t
2 
2t 2e−t
2
+ 2e−t
2 − 1= 2t 2+ 2− e t 2 .
Il dominio naturale di questa funzione è R , per quanto osservato sopra questo è il domino
della soluzione massimale.
2) L’equazione differenziale è lineare del primo ordine. Il coefficiente e il termine noto sono
definiti in R , pertanto la soluzione massimale ha dominio R .
Per risolvere il problema di Cauchy occorre anzitutto trovare una primitiva dell’opposto
del coefficiente di y(t ) , cioè della funzione t 7→ 4t/(t 2+ 6) . Visto che la derivata del deno-
minatore è 2t , una primitiva è la funzione t 7→ 2 log(t 2+ 6) . Moltiplicando l’equazione per
l’esponenziale di tale funzione, cioè per
e2 log(t
2+6) =

e log(t
2+6)
2
= (t 2+ 6)2 ,
otteniamo
(t 2+ 6)2y ′(t )+ 4t (t 2+ 6)y(t ) =
8t
t 2+ 6
,
d
d t
 
(t 2+ 6)2y(t )

=
8t
t 2+ 6
.
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Una primitiva della funzione t 7→ 8t/(t 2 + 6) è t 7→ 4 log(t 2 + 6) , quindi integrando tra 0
e t si ottiene
(t 2+ 6)2y(t )− 62y(0) = 4 log(t 2+ 6)− 4 log 6 .
Poiché y(0) = 0 , si ha
(t 2+ 6)2y(t ) = 4 log(t 2+ 6)− 4 log 6 .
La soluzione del problema di Cauchy è quindi:
y(t ) =
4 log(t 2+ 6)− 4 log6
(t 2+ 6)2
.
Il dominio naturale di questa funzione è R , che è anche il dominio della soluzione mas-
simale.
3) L’equazione è di tipo Bernoulli, con esponente 3 , perciò per risolverla è opportuno
considerare la nuova funzione incognita v(t ) =
 
y(t )
−2
. Poiché v ′(t ) = −2 y(t )−3y ′(t ) ,
l’equazione si trasforma in
v ′(t ) =−2 y(t )−3−t + 1
2t

y(t )+ 2t 2
 
y(t )
3
=
=

2t +
1
t
 
y(t )
−2 − 4t 2 = 2t + 1
t

v(t )− 4t 2 .
La condizione iniziale è v(1) = (−1)−2 = 1 .
Dobbiamo quindi risolvere il problema di Cauchy

v
′(t ) =

2t +
1
t

v(t )− 4t 2 ,
v(1) = 1 .
L’equazione differenziale è lineare. Il coefficiente del termine v(t ) è 2t + (1/t ) ; poiché ci
interessano i t positivi, una primitiva del suo opposto è la funzione t 7→ −t 2 − log t , il cui
esponenziale è e−t
2
/t . Quindi, moltiplicando per tale funzione, si ha
1
t
e−t
2
v ′(t )−

2+
1
t 2

e−t
2
v(t ) =−4t e−t 2 ,
d
d t

1
t
e−t
2
v(t )

=−4t e−t 2 .
Integrando tra 1 e t si ottiene
1
t
e−t
2
v(t )− e−1v(1) =
∫ t
1

−4τe−τ2

dτ =

2e−τ
2
t
1
= 2e−t
2 − 2e−1 .
Poiché v(1) = 1 , si ha
v(t ) = 2t − e−1t e t 2 .
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Pertanto
 
y(t )
−2
= 2t − e−1t e t 2 ; poiché deve essere verificata la condizione y(1) =−1 ,
da qui segue
y(t ) =− 1p
2t − e−1t e t 2
.
Il dominio naturale di y è costituito dai t tali che t (2−e t 2−1)> 0 . Si ha 2−e t 2−1 > 0 se e
solo se t 2 < 1+log2 . Il segno del prodotto t (2−e t 2−1) risulta dal seguente schema
−
p
1+ log 2 0
p
1+ log 2
t − − − − − − − − − − + + + + + + + + + +
2− e t 2−1 − − − − − + + + + + + + + + + − − − − −
t (2− e t 2−1) + + + + + − − − − − + + + + + − − − − −
Poiché 1 deve appartenere al dominio della soluzione, consideriamo la funzione con dominio
0,
p
1+ log2

. Per t in tale intervallo
 
t , y(t )

appartiene al dominio della funzione che
definisce l’equazione, pertanto y è soluzione. Se t → 0 o t →p1+ log2 la soluzione tende
a −∞ , quindi questa è la soluzione massimale.
4) L’equazione è di tipo Bernoulli, con esponente 2 , perciò per risolverla è opportuno
considerare la nuova funzione incognita v(t ) = 1/y(t ) . Risulta
v ′(t ) =− y
′(t ) 
y(t )
2 =−−(1+ t )y(t )+ t e
t
 
y(t )
2
 
y(t )
2 = (1+ t ) 1y(t ) − t e t = (1+ t )v(t )− t e t .
Pertanto v è soluzione del problema di Cauchy
¨
v ′(t ) = (1+ t )v(t )− t e t ,
v(0) =−1 .
L’equazione è lineare del primo ordine. Il coefficiente del termine v(t ) è 1 + t , una
primitiva del suo opposto è la funzione t 7→ −t − (t 2/2) ; moltiplicando entrambi i termini
per l’esponenziale di tale funzione si ha successivamente
v ′(t )− (1+ t )v(t ) =−t e t ,
exp

−t − t
2
2

v ′(t )− exp

−t − t
2
2

(1+ t )v(t ) =−t e t exp

−t − t
2
2

,
d
d t

exp

−t − t
2
2

v(t )

=−t exp

− t
2
2

.
Integrando tra 0 e t si ottiene
exp

−t − t
2
2

v(t )− v(0) =
∫ t
0

−τ exp

− τ
2
2

dτ ,
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da cui, ricordando che v(0) =−1 , segue
v(t ) = exp

t +
t 2
2

−1+
∫ t
0

−τ exp

− τ
2
2

dτ

=
= exp

t +
t 2
2

−1+

exp

− τ
2
2
t
0

= exp

t +
t 2
2

−1+ exp

− t
2
2

− 1

=
= e t

1− 2exp

− t
2
2

.
Pertanto risulta
y(t ) =
1
v(t )
=
1
e t
 
1− 2e−t 2/2 .
Questa funzione è definita per t tale che 1− 2e−t 2/2 6= 0 , che equivale a e−t 2/2 6= 1/2 ,
cioè t 2/2 6= log 2 , quindi t 6=±plog 4 . Quindi il dominio naturale è

−∞,−
p
log 4

∪

−
p
log 4,
p
log4

∪
p
log4,+∞

.
Poiché la condizione iniziale è assegnata per t = 0 , il dominio della soluzione massimale è
−plog 4,plog 4 .
5) L’equazione è a variabili separabili. La funzione di t che definisce l’equazione è defi-
nita per t ∈ R \ {−2,0, 2} , poiché la condizione iniziale è assegnata per t = 3 , dovrà esse-
re t ∈ ]2,+∞[ . La funzione di y è definita in R , ma si annulla per y = −1 ; poiché la
condizione iniziale assegnata è 5 , la procedura che segue è valida per i t tali che y(t )>−1 .
La funzione y è quindi soluzione se e solo se si ha
∫ y(t )
5
1
η+ 1
dη=
∫ t
3
4τ2 − 4
τ3 − 4τ dτ .
Risulta
∫ y(t )
5
1
η+ 1
dη=

log |η+ 1|y(t )
5
= log
 
y(t )+ 1
− log6= log y(t )+ 1
6
.
Per calcolare il secondo integrale occorre scomporre la funzione integranda in fratti semplici.
Si ha τ3 − 4τ = τ(τ− 2)(τ+ 2) e quindi dobbiamo determinare a, b , c ∈R tali che sia
4τ2 − 4
τ3 − 4τ =
a
τ
+
b
τ− 2 +
c
τ+ 2
,
cioè
4τ2− 4
τ3− 4τ =
a(τ2 − 4)+ b τ(τ+ 2)+ c τ(τ− 2)
τ3 − 4τ ,
da cui si ricava
4τ2− 4= (a+ b + c)τ2+ (2b − 2c)τ− 4a .
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Quindi deve essere 

a+ b + c = 4 ,
2b − 2c = 0 ,
−4a =−4 .
Dalle ultime due equazioni segue a = 1 e b = c , quindi dalla prima segue c = 3/2 ; quindi∫ t
3
4τ2− 4
τ3 − 4τ dτ =
∫ t
3

1
τ
+
3
2(τ− 2) +
3
2(τ+ 2)

dτ =
=

log |τ|+ 3
2
log |τ− 2|+ 3
2
log |τ+ 2|
t
3
=
= log |t |+ 3
2
log |t − 2|+ 3
2
log |t + 2| − log |3| − 3
2
log |1| − 3
2
log |5|= log t (t
2 − 4)3/2
15
p
5
,
dove i valori assoluti sono stati eliminati perché, per t vicino a 3 , t , t − 2 e t + 2 sono
positivi. Se y è soluzione si ha quindi, successivamente,
log
y(t )+ 1
6
= log
t (t 2 − 4)3/2
15
p
5
,
y(t )+ 1
6
=
t (t 2 − 4)3/2
15
p
5
,
y(t ) =
2t (t 2 − 4)3/2
5
p
5
− 1 .
Il dominio naturale di questa funzione è ]−∞,−2]∪[2,+∞[ , per quanto osservato sopra
la consideriamo nell’intervallo ]2,+∞[ . Se t ∈ ]2,+∞[ risulta 2t (t 2 − 4)3/2/(5p5)> 0 ,
quindi y(t )>−1 , pertanto la funzione, definita sull’intervallo ]2,+∞[ ,
t 7→ 2t (t
2 − 4)3/2
5
p
5
− 1
è soluzione del problema di Cauchy.
Poiché l’equazione ha senso per t ∈ ]2,+∞[ , questa è la soluzione massimale.
6) L’equazione è a variabili separabili. La funzione t 7→ −t/(t 2 − 4) ha dominio naturale
R \ {−2,2} poiché la condizione iniziale è assegnata per t = 0 consideriamo la funzione
nell’intervallo ]−2,2[ . Pertanto la soluzione naturale ha dominio incluso in ]−2,2[ . La
funzione y 7→ (3+ y2)/y ha dominio naturale R∗ ; poiché la condizione iniziale dà un valore
negativo a y , consideriamo tale funzione in R− . In tale insieme la funzione non si annulla.
Dall’equazione differenziale segue
y ′(t )y(t )
3+
 
y(t )
2 = t4− t 2 ,
quindi ∫ t
0
y ′(τ)y(τ)
3+
 
y(τ)
2 dτ =
∫ t
0
τ
4− τ2 dτ ,
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
1
2
log
 
3+
 
y(t )
2t
0
=

− 1
2
log |4− t 2|
t
0
,
1
2
log
 
3+
 
y(t )
2− 1
2
log 7=− 1
2
log |4− t 2|+ 1
2
log 4 .
Poiché la condizione iniziale è assegnata per t = 0 , possiamo considerare i valori di t per cui
4− t 2 > 0 , quindi si ottiene
log
 
3+
 
y(t )
2− log 7=− log(4− t 2)+ log 4 ,
3+
 
y(t )
2
=
28
4− t 2
 
y(t )
2
=
28
4− t 2 − 3=
16+ 3t 2
4− t 2 .
Poiché y(0)< 0 , si ricava
y(t ) =−
√√√16+ 3t 2
4− t 2 .
Il dominio naturale di questa funzione è ]−2,2[ , pertanto, per quanto osservato sopra,
questa è la soluzione massimale.
7)
a. y(t ) = e− sin t + sin t − 1 , D (y) =R
b. y(t ) = 4t 2 − 3 , D (y) =R+
c. y(t ) =− 4 t
2
t 4 − 4 , D (y) = ]0,2[
d. y(t ) =
2
3
p
48− 47t , D (y) =

0,
48
47

e. y(t ) = tan t , D (y) =
i
0,
pi
2
h
f. y(t ) =
12t
11− 8t 3 , D (y) =

−∞,
3
p
11
2

g. y(t ) =
1p
1− t 2 , D (y) = ]−1,1[
h. y(t ) =
p
2− t , D (y) = ]0,2[
i. y(t ) =
p
1+ t 2 , D (y) =R
j. y(t ) = 2 tan

− 2
3t
+
pi
3

, D (y) =

4
5pi
,+∞

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8) Per risolvere il problema di Cauchy occorre anzitutto determinare l’integrale generale
dell’equazione
y ′′(t )− 6y ′(t )+ 8y(t ) = e2t + 4sin(4t )
che è lineare a coefficienti costanti non omogenea.
Il polinomio caratteristico dell’omogenea associata è λ2 − 6λ + 8 . Le radici di questo
polinomio sono
λ= 3±
p
(−3)2 − 1 · 8= 3± 1=
¨
2 ,
4 ,
quindi l’integrale generale dell’equazione omogenea è
c1e
2t + c2e
4t
 c1, c2 ∈R	 .
Cerchiamo una soluzione dell’equazione non omogenea. Il termine non omogeneo è som-
ma di due addendi, cerchiamo una soluzione come somma di soluzioni delle due equazioni
non omogenee
y ′′(t )− 6y ′(t )+ 8y(t ) = e2t ,
y ′′(t )− 6y ′(t )+ 8y(t ) = 4sin(4t ) .
Il numero 2 è radice del polinomio caratteristico, quindi una soluzione della prima equa-
zione va cercata nella forma v(t ) = at e2t , con a ∈R . Si ha
v ′(t ) = ae2t + 2at e2t ,
v ′′(t ) = 2ae2t + 2ae2t + 4at e2t = 4ae2t + 4at e2t .
Perciò a deve essere tale che
4ae2t + 4at e2t − 6 ae2t + 2at e2t + 8at e2t = e2t ,
cioè −2ae2t = e2t , quindi a =−1/2 .
I numeri ±4i non sono radici del polinomio caratteristico, quindi una soluzione della
seconda equazione va cercata nella forma v(t ) = a sin(4t )+ b cos(4t ) , con a, b ∈R . Si ha
v ′(t ) = 4a cos(4t )− 4b sin(4t ) ,
v ′′(t ) =−16a sin(4t )− 16b cos(4t ) ,
perciò a e b debbono essere tali che, ∀t ∈R , si abbia
−16a sin(4t )− 16b cos(4t )− 6 4a cos(4t )− 4b sin(4t )+ 8 a sin(4t )+b cos(4t )=
= 4sin(4t )
cioè
(−8a+ 24b ) sin(4t )+ (−24a − 8b )cos(4t ) = 4sin(4t ) .
I coefficienti delle funzioni sin(4t ) e cos(4t ) nei due membri dell’uguaglianza devono essere
uguali, quindi si deve avere ¨
−8a+ 24b = 4 ,
−24a− 8b = 0 ;
dalla seconda equazione si ottiene b = −3a , perciò la prima diventa −80a = 4 e quindi
a =−1/20 e b = 3/20 .
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Perciò una soluzione dell’equazione non omogenea è
− 1
2
t e2t − 1
20
sin(4t )+
3
20
cos(4t )
e l’integrale generale è
§
c1e
2t + c2e
4t − 1
2
t e2t − 1
20
sin(4t )+
3
20
cos(4t )
 c1, c2 ∈R
ª
.
Cerchiamo c1 e c2 tali che la funzione
u(t ) = c1e
2t + c2e
4t − 1
2
t e2t − 1
20
sin(4t )+
3
20
cos(4t )
verifichi le condizioni ¨
u(0) = 0 ,
u ′(0) = 0 .
Visto che
u ′(t ) = 2c1e
2t + 4c2e
4t − 1
2
e2t − t e2t − 1
5
cos(4t )− 3
5
sin(4t ) ,
deve essere 

c1+ c2+
3
20
= 0 ,
2c1+ 4c2 −
1
2
− 1
5
= 0 .
Dalla prima equazione si ricava c1 =−c2 − 3/20 , sostituendo nella seconda si ottiene
−2c2−
3
10
+ 4c2 −
1
2
− 1
5
= 0 ,
cioè 2c2 − 1= 0 e quindi c2 = 1/2 e c1 =−13/20 .
Perciò la soluzione del problema di Cauchy è
y(t ) =− 13
20
e2t +
1
2
e4t − 1
2
t e2t − 1
20
sin(4t )+
3
20
cos(4t ) .
9) L’equazione è lineare a coefficienti costanti non omogenea. L’equazione caratteristica
dell’omogenea associata è
λ3− 3λ2+ 4λ− 2= 0 .
Si verifica facilmente che l’equazione ha la soluzione λ= 1 . Inoltre
λ3− 3λ2+ 4λ− 2= (λ− 1)(λ2− 2λ+ 2) .
Il trinomio λ2− 2λ+ 2 si annulla per
λ= 1±p1− 2= 1± i .
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Pertanto un sistema fondamentale di soluzioni per l’equazione omogenea è
{e t , e t sin t , e t cos t} .
Poiché 1 è soluzione dell’equazione caratteristica, una soluzione dell’equazione con ter-
mine non omogeneo e t va cercata nella forma at e t , con a ∈R . Se v(t ) = at e t , risulta
v ′(t ) = ae t + at e t , v ′′(t ) = 2ae t + at e t , v ′′′(t ) = 3ae t + at e t ,
quindi v è soluzione dell’equazione non omogenea se si ha
3ae t + at e t − 3(2ae t + at e t )+ 4(ae t + at e t )− 2at e t = e t ,
cioè at e t = e t . Pertanto a = 1 e l’integrale generale dell’equazione non omogenea è
{ c1e t + c2e t sin t + c3e t cos t + t e t | c1, c2, c3 ∈R} .
Posto w(t ) = c1e
t + c2e
t sin t + c3e
t cos t + t e t determiniamo c1 , c2 e c3 in modo che
siano verificate le condizioni 

w(0) = 0 ,
w ′(0) = 0 ,
w ′′(0) = 0 .
Si ha
w ′(t ) = c1e
t + c2e
t sin t + c2e
t cos t + c3e
t cos t − c3e t sin t + t e t + e t =
= c1e
t + (c2 − c3)e t sin t + (c2+ c3)e t cos t + t e t + e t ,
w ′′(t ) = c1e
t + (c2 − c3)e t sin t + (c2 − c3)e t cos t +
+ (c2+ c3)e
t cos t − (c2+ c3)e t sin t + t e t + 2e t =
= c1e
t − 2c3e t sin t + 2c2e t cos t + t e t + 2e t .
Pertanto
w(0) = c1+ c3 ,
w ′(0) = c1+ c2+ c3+ 1 ,
w ′′(0) = c1+ 2c2+ 2 .
Quindi w verifica le condizioni di Cauchy se si ha

c1+ c3 = 0 ,
c1+ c2+ c3+ 1= 0 ,
c1+ 2c2+ 2= 0 .
Sottraendo la prima equazione dalla seconda si ottiene c2 =−1 , quindi dalla terza segue c1 = 0
e dalla prima c3 = 0 .
Pertanto la soluzione del problema di Cauchy è
y(t ) =−e t sin t + t e t .
10)
a. y(t ) =− 1
3
e−3t − t e−3t + 1
3
e3t
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b. y(t ) =
1
3
e3t − 2t e3t + t + 2
3
.
c. y(t ) =
1
6
t 3e−2t + 3t 2e−2t + t e−2t
d. y(t ) =
3
5
t e t − 6
25
e t +
6
25
cos(2t )− 9
50
sin(2t )
e. y(t ) =− 7
2
e t + t e t − 1
2
e−t + t 2+ 2t + 5
f. y(t ) =
23
9
e−3t +
11
3
t e−3t + 4t − 23
9
11) L’equazione è lineare a coefficienti costanti non omogenea.
Il polinomio caratteristico dell’omogenea associata è λ2+ 1 , che ha le radici ±i . L’inte-
grale generale reale dell’omogenea è quindi
{ c1 sin t + c2 cos t | c1, c2 ∈R} .
Cerchiamo una soluzione dell’equazione non omogenea. Il numero i è radice del poli-
nomio caratteristico, quindi cos t è soluzione dell’omogenea associata, pertanto la soluzione
va cercata nella forma v(t ) = at cos t + b t sin t con a, b ∈R . Abbiamo
v ′(t ) = a cos t − at sin t + b sin t + b t cos t ,
v ′′(t ) =−a sin t − a sin t − at cos t + b cos t + b cos t − b t sin t =
=−2a sin t − at cos t + 2b cos t − b t sin t ;
affinché v sia soluzione deve essere, ∀t ∈R ,
(−2a sin t − at cos t + 2b cos t − b t sin t )+ (at cos t + b t sin t ) = cos t ,
cioè
−2a sin t + 2b cos t = cos t ,
perciò deve essere a = 0 e b = 1/2 .
Quindi l’integrale generale è
§
c1 sin t + c2 cos t +
1
2
t sin t
 c1, c2 ∈R
ª
.
12) L’equazione è lineare a coefficienti costanti. Il polinomio caratteristico dell’omogenea
associata è λ2+ 4λ+ 3 , che si annulla per
λ=−2±
p
22 − 3=−2± 1 ;
quindi le radici sono −1 e −3 . Perciò l’omogenea associata ha le soluzioni e−t e e−3t .
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Visto che −3 è radice semplice dell’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione
dell’equazione non omogenea nella forma v(t ) = at e−3t , con a costante da determinarsi.
Si ha
v ′(t ) = ae−3t − 3at e−3t ,
v ′′(t ) =−3ae−3t − 3ae−3t + 9at e−3t =−6ae−3t + 9at e−3t .
Sostituendo nell’equazione differenziale, v risulta essere soluzione se e solo se per ogni t
reale si ha
−6ae−3t + 9at e−3t + 4(ae−3t − 3at e−3t )+ 3at e−3t = e−3t ,
cioè
−2ae−3t = e−3t ;
quindi affinché v sia soluzione dovrà essere a =−1/2 .
Perciò l’integrale generale è
§
c1e
−t + c2e
−3t − 1
2
t e−3t
 c1, c2 ∈R
ª
.
13) L’equazione differenziale è lineare a coefficienti costanti. L’omogenea associata ha poli-
nomio caratteristico
λ3 − 3λ2+ 4λ− 2 .
Occorre determinare le radici di tale polinomio. Come si verifica facilmente esso si annulla
per λ= 1 ; dividendo per λ− 1 si ha:
1 −3 4 −2
1 1 −2 2
1 −2 2 0
e quindi il polinomio si fattorizza in (λ− 1)(λ2 − 2λ+ 2) . Il secondo fattore si annulla per
λ= 1±
p
12 − 1 · 2= 1±p−1= 1± i .
Perciò le radici del polinomio caratteristico sono 1 , 1 − i e 1 + i , quindi tre soluzioni
linearmente indipendenti dell’equazione differenziale sono: e t , e t cos t e t sin t .
Pertanto l’integrale generale dell’omogenea associata è
{ c1e t cos t + c2e t sin t + c3e t | c1, c2, c3 ∈R} .
Determiniamo una soluzione della non omogenea. Il termine non omogeneo è cos t e i
non è soluzione dell’equazione omogenea. Pertanto esiste una soluzione della non omogenea
nella forma
v(t ) = a cos t + b sin t .
Risulta 

v ′(t ) =−a sin t + b cos t ,
v ′′(t ) =−a cos t − b sin t ,
v ′′′(t ) = a sin t − b cos t .
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Pertanto deve essere
a sin t − b cos t − 3(−a cos t − b sin t )+ 4(−a sin t + b cos t )− 2(a cos t + b sin t ) = cos t ,
quindi
(−b + 3a+ 4b − 2a)cos t + (a+ 3b − 4a− 2b ) sin t = cos t ,
che è verificato se ¨
a+ 3b = 1 ,
−3a+ b = 0 .
Dalla seconda equazione si ricava b = 3a , sostituendo nella prima si ottiene 10a = 1 ;
pertanto a = 1/10 e b = 3/10 .
Quindi l’integrale generale è§
c1e
t cos t + c2e
t sin t + c3e
t +
1
10
cos t +
3
10
sin t
 c1, c2, c3 ∈R
ª
.
14) L’equazione da risolvere è lineare non omogenea a coefficienti costanti. Cerchiamo
anzitutto l’integrale generale dell’equazione omogenea associata
y ′′′(t )− y ′′(t )+ y ′(t )− y(t ) = 0 .
Il polinomio caratteristico di tale equazione è λ3−λ2+λ−1 che, come si verifica facilmente,
si annulla per λ = 1 , quindi tale polinomio si fattorizza in (λ− 1)(λ2+ 1) . Perciò le radici
sono 1 e ±i . L’integrale generale complesso della omogenea è quindi

c1e
t + c2e
i t + c3e
−i t
 c1, c2, c3 ∈C	
e l’integrale generale reale è
{ d1e t + d2 sin t + d3 cos t | d1, d2, d3 ∈R} .
Cerchiamo ora una soluzione dell’equazione non omogenea. Il termine non omogeneo è
cos t e i è radice del polinomio caratteristico, quindi la soluzione si può cercare nella forma
y(t ) = at cos t + b t sin t con a, b ∈C .
Si ha
y ′(t ) = a cos t − at sin t + b sin t + b t cos t1, ,
y ′′(t ) =−a sin t − a sin t − at cos t + b cos t + b cos t − b t sin t =
=−2a sin t − at cos t + 2b cos t − b t sin t ,
y ′′′(t ) =−2a cos t − a cos t + at sin t − 2b sin t − b sin t − b t cos t =
=−3a cos t + at sin t − 3b sin t − b t cos t .
Sostituendo tale funzione nell’equazione, affinché essa sia soluzione deve essere
(−3a cos t + at sin t − 3b sin t − b t cos t )−
− (−2a sin t − at cos t + 2b cos t − b t sin t )+
+ (a cos t − at sin t + b sin t + b t cos t )− (at cos t + b t sin t ) = cos t ,
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cioè
(2a− 2b ) sin t − (2a+ 2b )cos t = cos t ;
perciò a e b devono soddisfare il sistema
¨
2a− 2b = 0 ,
−2a− 2b = 1 .
Deve essere a = b e quindi −4a = 1 ; perciò la soluzione è a = b =−1/4 .
Quindi una soluzione dell’equazione non omogenea è
v(t ) =− 1
4
t sin t − 1
4
t cos t
e l’integrale generale è
§
c1e
t + c2e
i t + c3e
−i t − 1
4
t sin t − 1
4
t cos t
 c1, c2, c3 ∈R
ª
.
15)
a.

c1e
2t + c2t e
2t + (t + 2)e t
 c1, c2 ∈R	
b.

c1 cos t + c2 sin t + c3e
−2t + c4e
2t − t
2
4
+
3
8
 c1, c2, c3, c4 ∈R

c.
§
c1e
2t + c2t e
2t + c3e
−2t +
1
25
sin t +
8
25
cos t +
2
5
t sin t +
1
5
t cos t
 c1, c2, c3 ∈R
ª
d.
§
c1e
t + c2e
−2t + c3t e
−2t +
1
50
cos t − 7
50
sin t
 c1, c2, c3 ∈R
ª
e.
§
c1e
t + c2e
−t + c3t e
−t +
1
4
t e t
 c1, c2, c3 ∈R
ª
f.
§
c1e
t + c2e
−t + c3t e
−t +
1
4
t e t
 c1, c2, c3 ∈R
ª
